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»ACCIDENT, n. An inevitable

occurrence due to the action of

immutable natural laws.«
(Ambrose Bierce)

»GLEITKOMMAFEHLER, der
[Subst]. Unvorhersehbares
Ergebnis, das aus einer Reihe
exakt definierter maschineller
Rechenschritte folgt und im
Widerspruch zu Gesetzen der
Arithmetik steht.«

(Ambrose Bierce)

Alan M. Turings mathematisch-logische Maschine und
Konrad Zuses Rechenmaschine des Ingenieurs

Rechnen gilt als recht mechanische Titigkeit. Mit Hilfsmitteln wie
Multiplikationstafeln, Logarithmentafeln, Schemata zur Matrizenmul-
tiplikation oder doppelten Buchfithrung erfordert das Rechnen zwar
Aufmerksambkeit, aber keine besondere Intuition. Auf der Suche nach
einer allgemeingiiltigen Beschreibung des Begriffs der Berechenbar-
keit dachte sich Alan M. Turing deshalb eine abstrakte mathematisch-
logische Maschine aus, eine paper machine, mit der die Vorginge des
schriftlichen Rechnens prizise definierbar sind. Ein unbegrenzt lan-
ges, beschreibbares und lesbares Band, heute sagen wir Speicherband,
sollte die Rechenkistchen eines Schulheftes darstellen, Zeile an Zeile
hintereinander gereiht. Zahlen lieflen sich auf dieses Band wie in ein
Rechenheft schreiben, z.B. ziffernweise als ganze Zahlen beliebiger
Linge, bei Bedarf auch mit Dezimalkomma, aber auch als rationale
Zahlen in Form von Briichen, deren Zihler durch Divisionszeichen
vom Nenner getrennt wurden.
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Auch das regelhafte Vorgehen zur Berechnung wurde als Rechentafel
in solche Kistchen geschrieben. Hinzu kamen einige naheliegende
Einschrinkungen. Zwar war das Speicherband unbeschrinkt, die Zahl
der verwendeten Zeichen musste aber endlich sein, ebenso wie die
Rechentafel, die die Vorschrift zum Rechnen enthielt.

Abbildung 1: Anordnung der ganzen Zahlen auf einem beidseitig unbegrenzten
Zahlenstrahl.

-15-14-13-12-11-10-9 -8 -7-6-5-4-3-2-1 0+1 +2 +3 +4 +5+6 +7 +8 +9 +10 +11 +12 +13 +14 +15

Turing gelang es damit, nicht nur die arithmetischen Rechenschrit-
te der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division als exakte
Vorschrift zu notieren, sondern auch viel kompliziertere Algorithmen
darauf zurtickzufiihren. Als geschulter Logiker konnte er nachweisen,
dass sogar Maschinen denkbar waren, die jede Rechenvorschrift, die

neben den Eingabedaten auf dem Speicherband notiert wurde, auto-

matisch zum Ergebnis fithren konnte. Er nannte diese paper machine
deshalb Universalmaschine.

Aber das Ganze war nur eine Gedankenkonstruktion, bestenfalls ei-

ne Papiermaschine, und er hitte diese Uberlegungen wohl nicht in
den angesehenen »Proceedings« der Londoner Mathematical Society
ver6ffentlichen diirfen, wenn er nicht quasi nebenbei ein von David
Hilbert im Jahre 1900 aufgeworfenes Problem, das Entscheidungspro-
blem, unter den Annahmen seiner Maschine hitte 16sen kénnen.! Er
zeigte ndmlich, dass es entgegen Hilberts Erwartungen kein allgemei-
nes Entscheidungsverfahren gibt, das in endlicher Zeit feststellt, ob
eine bestimmte Grofle x ein Element einer definierten Menge M ist.

Turing untersuchte anstelle dieses umfassenden Problems die spezi-

elle Frage, ob von einem gegebenen Rechenverfahren mit gegebenen
Anfangsdaten vorhergesagt werden kann, ob die Rechnung tiberhaupt
zu einem Ergebnis fithren wird — oder eben nicht, weil sie niemals zu
einem Ende kommt. Turings {iberraschende Antwort war: Das kénnen
wir im Allgemeinen nicht wissen. Das Halteproblem ist fiir beliebige

Verfahren und Anfangsdaten unlosbar. Ist schon das Halteproblem un-
entscheidbar, so ist auch das umfassendere Entscheidungsproblem un-

16sbar. Dies gilt als mathematisch bemerkenswert. Dass Turing dazu

einen umfassenden Begriff der Berechenbarkeit auf eine, freilich ab-

strakte Maschine zuriickfithrte, war dagegen nachgeordnet. Mit dem

Kriegsbeginn musste sich Turing mit konkreten Rechenmaschinen be-

1 | Vgl Turing 1936/37a und 1936/37b.
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fassen, und seine paper machine blieb erst einmal ein blofles Gedan-
kenexperiment.

Auch der Bauingenieur Konrad Zuse dachte an eine »universelle
Rechenmaschine«, die unterschiedlichste »Rechenpline« ausfiihren
kénnen sollte und vielleicht sogar zu einem »mechanischen Gehirn«
wiirde, das Ketten von Rechenplinen aus Grundoperationen abarbei-
ten oder sogar selbst erstellen kénnte.> Zuses Maschine war primir
als Arbeitshilfe des rechnenden Ingenieurs gedacht. Er wollte Matri-
zen, Gleichungssysteme, Reihenrechnungen und Ahnliches mit Hilfe
fester Rechenpldne berechnen. Im Fortgang der Arbeiten von 1935 bis
1945 wurde ihm jedoch immer klarer, wie nahe er Fragen der mathe-
matischen Logik und von Anwendungen weit jenseits der Ingenieur-
mathematik kam. Dabei verlor er das Ziel freilich nicht aus den Au-
gen, praktisch einsetzbare und bezahlbare Maschinen zu bauen. Dazu
musste er technische Entscheidungen treffen und technische Kompro-
misse eingehen. Seine Maschinen basierten auf biniren Zahlen, also
Nullen und Einsen, und sie verarbeiteten Zahlen fester Linge. 22 Bit
schien ihm ein brauchbarer Kompromiss fiir ein Speicherwort. Da-
mit sind im Dezimalbereich bis zu 2%!, also rund 2 Millionen unter-
schiedliche Zahlen darstellbar, wobei ein Bit fiir das Vorzeichen re-
serviert bleibt. Die Darstellung entspricht einer modifizierten Modu-
la-Arithmetik, deren Zahlen sich entlang eines Kreises darstellen las-
sen. Wird die maximal darstellbare Zahl Max einer Modula-Arithmetik
uberschritten, folgt darauf die minimal darstellbare Zahl Min.

Abbildung 2: Modula-16 Arithmetik und 3-bit-Zweierkomplement.
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2 | Zuse 1984: 41.
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In modernen Rechnern wird die Modula-Darstellung leicht verin-

dert. Um die Unterscheidung von +0 und —0 zu vermeiden, die bei
Abfragen nach der Gleichheit zweier Werte sonst eine Sonderbehand-
lung erfordert, wird meist +0=-0=0 gesetzt, und der Uberlauf, der
selbstverstindlich bei realen Rechnungen vermieden werden soll, geht
von Max nach Min.

Heutige Maschinen haben typische Speicherwortlingen von 32 oder

64 Bit, aber es gibt auch Prozessoren fiir Steuerungen (embedded sys-

tems) mit 4, 8 oder 16 Bit. Auch die ersten PCs begannen mit 8 und
16 Bit. Werden dabei einige Nachkommastellen reserviert, z. B. zwei
Stellen fuir einfache Finanzbuchhaltung, so schrumpft der darstellba-
re Bereich auf plus/minus Zwanzigtausend.

Tabelle 1: Zahlenrdume unterschiedlicher Prozessoren.

Prozessor Bit Unterscheidbare Zahlen
Intel 8008 8 256
Intel 8086 16 65536
Zuse 73 22 4194304
IBM S/360 32 4294967296
PowerPC 64 18446744073709551616

experimentell 128 340282366920938463463374607431768211456

Der sehr beschrinkte Zahlenbereich bei kleinen Wortlingen war ei-
ner der Griinde, warum Ingenieure nicht gerne mit mechanischen
Rechenmaschinen arbeiteten, sondern Rechenschieber oder Rechen-
stab bevorzugten — jedenfalls bis zur Erfindung des elektronischen
Taschenrechners. Rechenschieber arbeiten halblogarithmisch: Multi-
plikationen lassen sich als Additionen darstellen. Wenn zwei gegen-
einander verschiebbare Stibe mit logarithmischer Teilung richtig ein-
gestellt werden, lassen sich Multiplikationen auf eine Stelle genau ab-
lesen. Professionelle Rechenschieber kénnen noch mehr, und da, wo
sie versagten, wurden umfangreiche gedruckte mathematische Tafel-
werke eingesetzt.

Zuse iibersetzte nun diese Ingenieurtradition in einen biniren Zif-
fernrechner:

Hat man sich einmal von der Tradition geldst, so liegt es
nahe, diesen Weg konsequent bis zum Ziel zu verfolgen.
Der Ubergang vom dezimalen zum biniren Zahlensystem
bedeutet nur einen Schritt. Wissenschaftler und Ingenieu-
re arbeiten viel mit Zahlen verschiedener Gréflenordnung,
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wobei jedoch die Genauigkeit auf verhiltnismiflig weni-
ge Stellen beschrinkt sein kann. Diese Bedingung erfiillt
der Rechenstab in idealer Weise. Auf digitale Rechengerite
uibertragen, bedeutet das die Verwendung logarithmischer
anstelle normaler Werte. Meine Versuche in diese Rich-
tung scheiterten jedoch an der Addition zweier Zahlen, die
gegeben sind. Der konstruktive Aufwand, um die an sich
bekannten Additionsalgorithmen darzustellen, ist zu hoch.
Als brauchbare Zwischenlésung fand ich die halblogarith-
mische Form, bei der die Zahl folgendermafen dargestellt
wird:

Y=2*xDb

Hierbei ist a als Exponent von 2 der ganzzahlige Teil des
Logarithmus von Y in Bezug auf die Basis 2. b ist ein Fak-
tor, der zwischen eins und zwei liegt.

Den Mathematikern war diese Schreibweise lingst be-
kannt. Aber in der Rechenmaschinenindustrie wurde sie
noch nicht verwendet, weil man dort den technisch-wis-
senschaftlichen Rechnungen ohnehin keine Bedeutung
beimafl. Heute findet man diese Darstellung der Zahlen
unter dem Namen gleitendes Komma in fast allen Compu-
tern.

Die theoretisch einfache Losung erfordert aber komplizier-
te Rechengerite beziehungsweise umstindliche arithmeti-
sche Operationen. Aus diesem Grund plante Babbage sein
Gerit noch mit festem Komma, jedoch fiir fiinfzig Dezi-
malstellen. Demgegeniiber baute ich das Gerit Z1 mit sie-
ben Binirstellen fiir den Exponenten und sechzehn Binir-
stellen fiir die Mantisse (a=Wert und b=Wert in obiger
Formel). Der verhiltnismiflig geringe Aufwand erfordert
leider wesentlich kompliziertere Steuerungsorgane.®

Soweit Konrad Zuse in seiner Autobiographie. Das gleitende Komma,
die Gleitkommazahlen also, wurde auch Bestandteil seiner umfassen-
deren Patentanmeldung Z391 von 1941.* Gleitkommazahlen {iberde-
cken einen viel grofleren Bereich als die ganzen Zahlen — mit dem

3 | Zuse 1984: 182f.

4 | Der Patentantrag Z391 wurde vom Reichspatentgericht zum Bundespatentge-
richt durchgereicht und dort letztinstanzlich Mitte 1967 wegen >mangelnder Erfindungs-
hohe«abgelehnt, wenngleich >Neuheit und Fortschrittlichkeit< bestitigt wurden.
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Preis erheblicher Liicken zwischen benachbarten Gleitkommazahlen.
Bei 22 Bitlangen Speicherworten lassen sich mit Zuses Definition Zah-
len von 107!° bis 10*!° auf 4-5 Stellen genau darstellen.” Da sich aber
bei aller Ingeniositit der Zuse’schen halblogarithmischen Darstellung
gerade so viele ganze Zahlen wie Gleitkommazahlen darstellen lassen,
geht diese enorme Vergréferung des Darstellungsbereichs auf Kosten
der unterscheidbaren Gleitkommazahlen. Es folgt, dass zwischen be-
nachbarten Gleitkommazahlen mit wachsendem Wert immer gréfiere
Liicken auftreten. Bei unbeschrinkter Wortlinge lasst sich zwischen
zwei Briichen immer noch eine weitere Zahl unterbringen. Zwischen
0,4 und 0,5 liegen 0,41 oder 0,45. Bei ganzen Zahlen gilt das nicht —
zwischen 4 und 5 liegt keine weitere ganze Zahl. Bei Gleitkommazah-
len kann das ebenfalls vorkommen. Zwischen 1,23456 und 1,23457
lasst Zuses 22-bit-Arithmetik keinen weiteren Wert zu, da nicht mehr
als 5 Nachkommastellen prizise darstellbar sind.

Gleitkommazahlen sind also nicht beliebig genau darstellbar. Der
einzugebende wird wie der berechnete Wert einer Gleitkommazahl
zugeordnet, die ihm nahekommt. Das Problem taucht bereits bei den
alltdglichen Dezimalbriichen auf. Der Bruch 1/7 kann nur durch eine
unendliche Folge als Dezimalzahl dargestellt werden. Um 1/7 als Dezi-
malbruch darzustellen, geben wir deshalb eine Folge von Ziffern nach
dem Komma an, die wir irgendwann abbrechen und eventuell runden.
1/7=0,14285714285714285714.. ., also brechen wir mit 1/7 ~ 0,14285
nach der funften Nachkommastelle ab, runden zu 1/7 ~0,14286 auf
oder treffen eine andere geeignete Entscheidung. Bei periodischen
Dezimalbriichen wird manchmal der periodische Teil tiberstrichen,
aber es gibt natiirlich auch nicht periodische Dezimalbriiche wie die
Kreiszahl m=3,14159265358979323846..., wo Abbrechen oder Run-
den zwingend notwendig wird.

Reale Computer sind keine arithmetischen Maschinen

Zwei Griinde bewegten die Computerkonstrukteure dazu, Gleitkom-
manotationen einzusetzen. Zum einen war es die Erweiterung des
darstellbaren Zahlenbereichs und zum anderen die hohere Rechen-
geschwindigkeit, wenn Gleitkommazahlen mit geeigneter Hardware
berechnet wurden — wie es schon in Zuses Z3 geschah. Nicht alle Kon-
strukteure erachteten diesen trade-off als sinnvoll. Die Mathematiker
um John v. Neumann, Herman Goldstine und Arthur W. Burks sahen

5 | Gespeichert wurden nur 15 Binirstellen fiir die Mantisse, da die Zahl immer
so normalisiert wird, dass die erste Binirziffer eine 1 ist, die nicht gespeichert werden
muss. Eine Stelle der Mantisse wird als Vorzeichen interpretiert.
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ebenso wie Alan Turing grof3e Probleme in der schlechten mathema-
tischen Fassbarkeit der Gleitkommaarchitekturen: Wie sollte man si-
cherstellen, dass numerische Algorithmen mit solchen Zahldarstellun-
gen korrekt arbeiten?

Andere Informatiker wie Wilkinson und Backus waren optimisti-
scher. John W. Backus fihrte 1953 mit dem Speedcoding-System die
Gleitkommaarithmetik fiir die IBM 701, den Defense Calculator der
IBM ein. 1954 wurde dies Teil der Programmiersprache FORTRAN,
eine Entscheidung, die bis heute fiir fast alle wissenschaftlichen Pro-
grammiersprachen gilt. Die Gleitkommazahlen bezeichnete Backus
mit dem etwas unpassenden Name real numbers; heute werden sie
meist mit float oder double bezeichnet.

So sicher, wie 1+1=2 ist, sind Rechnungen im Computer nicht. Es
gilt zwar auch in binirer Zahldarstellung 1+1=10; ein Ergebnis, das
ins Dezimale tibersetzt die Zwei darstellt. Aber 1/5 ist als Dezimal-
bruch geschrieben 0,2, als Binirbruch dagegen eine unendlich lange
Folge: 0,0011001100. .. Briiche aus zwei ganzen Zahlen werden ratio-
nale Zahlen genannt. Doch auch wenn sie als Bruch eine prizise kom-
pakte Darstellung besitzen wie etwa 1/5 oder 2/3, miissen sie nicht un-
bedingt als Dezimalbruch oder Binirbruch ausdriickbar sein; ihre Dar-
stellung kann dann unprizise, nimlich unendlich lang werden. So ist
die rationale Zahl 2/3 sowohl als Dezimalbruch 0,666. .. wie als Binir-
bruch 0,101010. .. nicht mit endlich vielen Ziffern anschreibbar. Wer
mit solchen Zahlen rechnet, muss sich Rundungsstrategien tiberlegen
und mit Rundungsfehlern umgehen.

Mit moderner Computerhardware geht man Kompromisse ein. Auf
der Prozessorebene sind Computer keine mathematischen Maschinen
wie Turing sie sich vorstellte. Um hohe Rechengeschwindigkeit und
gleichformig adressierbare Speicher zu realisieren, flieflen zwei Kom-
promisse in die Hardware ein:

o feste Wortlingen fiir Speicher, Bus und Prozessor (typischerwei-
se 4, 8, 16, 32 oder 64 Bit),

e Gleitkommaarithmetik, um den darstellbaren Zahlenbereich zu
erweitern (zumeist aus Geschwindigkeitsgriinden in Hardware
realisiert).

Beide Entscheidungen haben dazu gefiihrt, dass Computer nicht im-
mer das tun, was Nutzer aus alltiglicher Erfahrung mit Rechenopera-
tionen erwarten. Folge dieser Architekturentscheidung sind zwei im-
mer wieder auftretende Fehlerarten: Uberlauf, wenn Zahlen gréfRer
als die in einem Bitformat darstellbare Maximalgrofle werden, und
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Rundungsfehler bei Gleitkommazahlen. Freilich ldsst sich eine so frei
programmierbare Maschine wie der Computer per Software auch in
seinen Hardwareeigenschaften modifizieren, aber das kostet Rechen-
zeit und/oder Speicherplatz und geschieht deshalb nur selten.

Fehler verursachen Unfille - manche werden erst
dadurch entdeckt

Unfille lassen sich hiufig auf harmlos erscheinende Anfangsfehler zu-
riickfiihren, die sich dann durch eine >Kette ungliicklicher Ereignisse<
erheblich auswirken konnen.

Numerical software is central to our computerized society.
It is used, for example, to design airplanes and bridges, to
operate manufacturing lines, to control power plants and
refineries, to analyze financial derivatives, to determine
genomes, and to provide the understanding necessary for
the treatment for cancer. Because of the high stakes in-
volved, it is essential that the software be accurate, reliable,
and robust.®

Ziel verantwortungsbewusster Technik ist es, denkbare Anfangsfeh-
ler auszuschlieflen oder in ihren Wirkungen zu begrenzen. So rech-
nen moderne Programmiersprachen mit Ausnahmefehlern (excepti-
ons), die etwa durch Hardwarefehler oder durch unbedachte Program-
mierung (z. B. Division durch Null, Gréfentuiberlauf) entstehen kon-
nen und lassen eine Fehlerbehandlung (exception handling) zu, bevor
der Prozessor in einen unkontrollierten Zustand gerit. Nur: Die Aus-
nahme muss vorher gedacht werden.

An einem teuren Beispiel lisst sich das Problem des Speicheriiber-
laufs, aber auch mangelnder Vorhersicht illustrieren. Am 4. Juni 1996
fand der Jungfernflug der Ariane 5-Rakete statt. Sie war mit vier Sa-
telliten im Wert von etwa 850 Millionen US-Dollar bestiickt, der Start
alleine kostete etwa 250 Millionen Dollar. Ariane 5 sollte ohne weite-
re Tests in Dienst genommen werden. Zahlreiche Bauteile waren vom
erfolgreichen Vorgingermodell Ariane 4 iibernommen worden, auch
grofle Teile der eingesetzten, tiber viele Starts bewdhrten Software. 30
Sekunden nach dem Abheben, in einer Hoéhe von 3.700 Metern dnder-
ten die Feststoff-Booster abrupt ihre Bahn und brachen in einer Explo-
sion von der Hauptrakete ab. Der auslésende Fehler wurde in der Soft-
ware des Inertial Reference Systems gefunden, dessen Hardware zwar

6 | Einarsson 2005: 3.
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redundant ausgelegt war, aber in beiden Systemen die gleiche Softwa-
re verwendete. Erst schaltete die Backup-Einheit ab, dann die primire
Einheit. In beiden Fillen versuchte der Rechner, eine 64-bit-Gleitkom-
mazahl in ein Register fiir 16-bit-Ganzzahlen zu schreiben. Da der zu
konvertierende Wert die maximal zulissige Grofle iiberschritt, stellte
der Rechner wegen des ausgelosten Fehlersignals seine Arbeit ein und
uibergab von da an Testsignale statt realer Messwerte an den On-Board-
Computer, der die Rakete steuerte. Diese fiir den Flug bedeutungs-
losen Testsignale fithrten zu einer abrupten Richtungsinderung der
Booster und dann des Haupttriebwerks. Als letzte Mafdnahme startete
die Rakete erfolgreich eine Selbstvernichtungssequenz.

Zwei aufeinander folgende Fehler fihrten zu einer Katastrophe, die
einschliefllich der Nachbesserungskosten fiir die spiteren Modelle fast
zwei Milliarden Dollar kostete:

e Es war nicht daran gedacht worden, dass die viel grofiere und
schnellere Ariane 5 grofiere Werte verarbeiten wiirde als die Aria-
ne 4. Dies fiihrte zu einem Speichertiberlauf.

e Der erkannte Uberlauffehler wurde nicht durch ein Hilfspro-
gramm abgefangen, sondern fiihrte zum Abbruch der Prozessor-
tatigkeit, die wiederum das Fehlverhalten der Raketensteuerung
verursachte.

Ein dritter Entwurfsfehler lag tiefer. Die Ergebnisse des fehlerhaft pro-
grammierten Prozessors waren nach dem Abheben der Rakete tiber-
haupt nicht mehr relevant, wurden aber noch weiter abgefragt:

The error occurred in a part of the software that only per-
forms alignment of the strap-down inertial platform. This
software module computes meaningful results only before
lift-off. As soon as the launcher lifts off, this function
serves no purpose.’

Uberlauffehler

Computerarithmetik, die mit endlich langen Speicherworten arbeitet,
wie es aus Effizienzgriinden bei allen heutigen Rechnern iiblich ist, ge-
horcht nicht den Gesetzen der Arithmetik, wie wir sie aus der Schule
kennen. Bei den dominierenden C-artigen Programmiersprachen (C,
C++, Java, C#) ist die Zahlenwelt wie eingangs erldutert zyklisch an-
geordnet, wobei die Null unabhingig vom Vorzeichen zumeist einen

7 | Lions 1996.
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einzigen Wert belegt und der maximal darstellbare Wert direkt an den
minimal darstellbaren Wert grenzt.® Mit der hardwaremiRigen Dar-
stellung negativer Zahlen im heute tiblichen Zweierkomplement, gilt
unabhingig von der Wortlinge fiir die Grenzwerte Max=Min-1 bzw.
Min =Max+1. Da praktisch alle Rechner keine Kontrolle iiber die abso-
lute Grofie eines ganzzahligen Wertes iibernehmen, konnen Addition
und Multiplikation die Maximal- und Minimalwerte ohne Fehlermel-
dung tiberschreiten. Im Beispiel werden die benachbarten darstellba-
ren ganzzahligen Werte fiir 8-, 16-, 32- und 64-bit-Speicherworte durch
wiederholte Addition von 1 erzeugt — in der Programmiersprache Java
entspricht das den Datentypen (signed) Byte, Short, Integer und Long.
Max sei die jeweils grofite darstellbare Zahl, Min die kleinste.

Tabelle 2: 8-bit-Ganzzahlen (maximaler Wert 21, minimaler Wert 27 ).

. Max-2 Max-1 Max Max+1 Max+2 Max+3 ...
+125  +126  +127 128 127 -126
. Min—-3 Min-2 Min-1 Min Min+l Min+2 ...

(Falsches) Addieren iiber den zulissigen Maximalwert hinaus springt
also zum minimal darstellbaren Wert, so wie umgekehrt Subtrahie-
ren von minimalen Werten zu maximalen springt. Computerprogram-
me bemerken diesen Fehler normalerweise nicht; Menschen rechnen
nicht mit einem solchen Verhalten. Das Gleiche gilt fiir 16-, 32- und
64-bit-Ganzzahlen:

Tabelle 3: 16-bit-Ganzzahlen (maximaler Wert 2°~1, minimaler Wert 27'%).

Max-2 Max-1 Max Max+1 Max+2 Max+3
. 432765 +32766 +32767 -32768 -32767 -32766 ...
Min-3 Min-2 Min-1 Min Min+l Min+2 ...

Tabelle 4: 32-bit-Ganzzahlen (maximaler Wert 2°'—1, minimaler Wert 27°!).

Max-1 Max Max+1 Max+2
. +2147483646 +2147483647 -2147483648 -2147483647 ...
Min-2 Min-1 Min Min+1

In der internen Darstellung fillt Max mit dem nicht korrekt darstell-
baren Min-1 und Min mit dem nicht korrekt darstellbaren Max+1 zu-
sammen. Ein solcher Uberlauf der Grenzwerte muss nicht bemerkt

8 | Einige wenige Programmiersprachen gehen anders mit dem Uberlaufproblem
um. Ein Uberlauf wird bemerkt und fiihrt zur Unterbrechung des Programms, zum
Setzen eines Flags, oder es werden die iiberlaufenden Werte durch den maximal bzw.
minimal darstellbaren Wert ersetzt.
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Tabelle 5: 64-bit-Ganzzahlen (maximaler Wert 21, minimaler Wert 27°).

. Max-1 Max Max+1 .
. +9223372036854775806 +9223372036854775807 -9223372036854775808 ...
Min-2 Min-1 Min

werden, er kann auch im Rechenvorgang wieder verschwinden. So
erwarten wir aus der Sicht der Arithmetik, dass stets a+b—(a+b-1)=1
gilt. Fiir 32-bit-Ganzzahlen in Java gilt das sogar, wenn a = Max gesetzt
wird, obwohl die Operation Max+b undefiniert ist. Sei b=5, so rech-
net die Java Virtual Machine Max+5-Max—4 = 1. Werden die Zwischen-
ergebnisse Max+5 und Max+4 ausgedruckt, so gilt freilich Max+5=—
2147483644 und Max+4=-2147483645, was nun doch stark von der
Alltagserwartung abweicht.

Die zyklische Anordnung der begrenzten Ganzzahlen fiihrt gele-
gentlich zu vollig unerwarteten Phinomenen. Arithmetisch ist a+b
nur dann gleich a-b, wenn b=0 ist, ansonsten gilt immer a+b # a-b.
Im Rechner gibt es allerdings eine weitere Zahl b, so dass fiir beliebige
a die Gleichung a+b=a-b gilt, ndimlich b=-2""!, sofern der Prozessor
intern mit dem gebrauchlichen Zweierkomplement arbeitet. Nicht alle
Prozessoren machen das, und nicht alle Nutzer wissen, was ihr Com-
puter so macht. Da ein Uberlauf beim Berechnen der beiden Werte
c=a+bund d =a-b oft nicht bemerkt wird, kann eine nachfolgende Ab-
frage »c=d?« katastrophale Folgen fiir die Ausfithrung des Program-
mes haben.

Aus der zyklischen Anordnung der positiven und negativen Zah-
len lassen sich weitere arithmetische Absonderlichkeiten herleiten, die
wie das vorherige Beispiel von der konkreten Prozessorarchitektur ab-
hingen. Mit dem Zweierkomplement kann es bei bestimmten zulis-
sigen Werten von b und fiir beliebige positive Eingabewerte von a vor-
kommen, dass die eigentiimliche Beziehung

a+b+c+l=a-1

gilt. Arithmetisch ist dies nattirlich Unsinn, da die Addition positiver
Zahlen keine Subtraktion bewirken kann. Sei a=+100, b=+127 und
c=+127. Dann gilt im 8-bit-Format mit Vorzeichen a+b+c+1=-a-1, al-
so zum Beispiel +100+127+127+1=+99. Ahnliches l4sst sich fiir alle
Wortlingen beobachten. Werden beispielsweise bei 64-bit-Wortern die
Variablen b=+9223372036854775807 und c=+9223372036854775807
gesetzt, so folgt etwa bei Intel-Prozessoren unter Java mit der Eingabe
a=+6789012 als Ergebnis +6789011, also a-1.
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Rundungsfehler

Bei Gleitkommazahlen und bei anderen Datentypen mit einer festen
Anzahl von Stellen hinter dem Komma miissen Werte zur Darstellung
gerundet werden. Offensichtlich ist dies bei den schon erwihnten Brii-
chen, die nicht in endlicher Form als Bindrbruch darstellbar sind, also
z.B. 1/3,1/5, 1/6 oder bei jedem Bruch, dessen Nenner nach vollstin-
diger Kiirzung eine andere Zahl als eine 2er-Potenz ergibt.

Geeignetes Runden kann eine hohe Kunst sein. Buchhaltern und
Ingenieuren ist die Praxis des Rundens vertraut. Preise werden auf
feste Einheiten zuriickgefiihrt, typischerweise auf zwei Stellen hinter
dem Komma gekiirzt, eventuell erginzt um eine dritte, vierte oder gar
funfte Stelle, um die Rundung zu prizisieren. Selbst wenn Bankkun-
den den Eindruck haben mégen, ihre Konten wiirden stets abgerundet,
gibt es doch unterschiedliche Verfahren. Runden kann erhebliche Aus-
wirkungen haben. Noch heute wird den Griinen bei der Schleswig-Hol-
stein-Wahl im April 1992 ein Stimmenanteil von 5 % bescheinigt, wie
es auch als vorldufiges Wahlergebnis im ARD-Wahlstudio mitgeteilt
wurde.” Im amtlichen Endergebnis verloren die Griinen ihre vorliufi-
gen Sitze, da sie die 5 %-Hirde mit 4,97 % verfehlten, einer Differenz
von 398 Stimmen. Der SPD verschaffte dies eine absolute Mehrheit —
und 4,97 % der Stimmen blieben ohne Einfluss. Die Hamburger FDP
erzielte bei der Biirgerschaftswahl 2001 mit 43.214 Stimmen 5,08 %
aller abgegebenen giiltigen und nur 5,04 % der abgegeben Stimmen.
Sie lag damit ganze 303 Stimmen {iber der gesetzlichen Sperrklausel.

Korrektes Runden ist sogar Teil der DIN-Norm 1333, die allerdings
nur die Ausgabe von Zahlen festlegt, nicht aber den rechnerischen
Umgang innerhalb von Computerprogrammen. Dabei soll die neu ent-
stehende Zahl vom Ausgangswert nicht stirker als einen halben Stel-
lenwert der Abbrechstelle abweichen. Eine weit verbreitete Rechenpra-
xis rundet Ziffern von 6 bis 9 um eine Einheit der nichst groferen
Ziffer auf, also etwa 7,49 zu 7,5. Die Ziffern 0 bis 4 fithren zum Ab-
runden. Da 0,5 aber genau in der Mitte zwischen 0 und 1 liegt, wird
bei Gleichverteilung statistisch eher auf- als abgerundet. Dies kann zu
erheblichen Fehlern fithren, wenn viele gerundete Zahlen summiert
werden. Eine iltere Regel verlangte deshalb, dass zur nichsten gera-
den Zahl hin auf- bzw. abgerundet wird. 1,5 wiirde also aufgerundet,
2,5 dagegen abgerundet. Doch was geschieht mit negativen Zahlen?
Soll —2,45 nun zu —2,5 werden oder zu —2,4? Entweder wird nur in ei-
ne Richtung aufgerundet oder zur Null hin. Beides ist iiblich, muss

9 | Vgl. Schroder 2008 sowie http://www.spiegel.de/politik/deutschland/0,1518,
63421,00.html (5.9.2008).
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aber vereinbart werden. Eine brutale Art der Rundung, die freilich be-
sonders leicht zu programmieren ist, besteht im Abschneiden oder
Abbrechen. Hier wird 2,19 eben zu 2,1.

Ein Beispiel fiir einen eklatanten Fehler durch nachlissiges Runden
lieferten die Programmierer der Boérse im kanadischen Vancouver. Die
Borse gehort nicht zu den ganz groflen, aber sie hat dennoch im Ja-
nuar 1982 einen eigenen Borsenindex eingefiihrt, der sich von klas-
sischen Indizes dadurch unterscheidet, dass er die Bewegungen aller
rund 1.400 Aktienwerte erfasst. Eine derart prizise Berechnung war
nur moglich, weil alle Einzelkdufe mit einem Computersystem erfasst
wurden. Der Index startete mit einem Punktestand von 1.000.

Ein solcher, bislang uniiblicher Index musste jedoch tiglich meh-
rere tausend Buchungen berticksichtigen. Statt den Index in einem
Minutenraster als Summe aller aktuellen Aktienwerte auszurechnen,
beschlossen die Programmierer priziser vorzugehen und jede einzel-
ne Transaktion zur Neuberechnung zu verwenden. Sie verwendeten
die Eingabedaten in kanadischen Dollar mit bei Finanzdaten tiblichen
funf Nachkommastellen, bei denen jedoch die letzten zwei Stellen
fur die Indexberechnung abgeschnitten wurden, also auf ein Zehntel
Cent genau. Trotz der positiven Entwicklung vieler gehandelter Akti-
en verlor der Index sukzessive an Wert. Am 25. November 1983 be-
trug er nur noch 524 Punkte, worauthin der Effekt des vieltausend-
fachen Abschneidens der tiglichen Buchungswerte tiberdacht wurde.
Jede Transaktion verursachte durch das Kiirzen im Zehntel-Cent-Be-
reich einen Rundungsfehler zwischen 0,00000 und 0,00099 Dollar. Bei
knapp 2.800 Buchungen am Tag akkumulierte sich dies zu einem Feh-
ler von rund 1,25 Punkten tiglich, die sich nach rund 480 Handelsta-
gen zu einem rechnerischen Fehler von etwa 600 Punkten aufaddier-
ten.

Der reale Fehler betrug 575 Punkte. Nach einer Neuberechnung
eroffnete der Vancouver-Index am 28. November 1983 mit 1098,892
Punkten, einem zahlenmifigen Gewinn von iiber 100 %, dem freilich
keinerlei wirtschaftliche Tatigkeit zu Grunde lag. Hitte es 1983 bereits
Exchange Traded Funds auf Borsenindizes gegeben, hitte dies in Kana-
da eine schwere Finanzkrise zur Folge haben kénnen. Welche Fehlent-
scheidungen auf die zwei Jahre falscher Indexzahlen zuriickzufiihren
sind, ldsst sich nicht kldren. So beschrankten sich die direkten Folgen
wohl auf den Personalbestand der Borse Vancouver. Diese ging 1999
durch eine Fusion mit der Alberta Stock Exchange in der Canadian
Venture Exchange auf.

Noch weit gravierendere Folgen hatte eine fehlerhafte Akkumula-
tion von Gleitkommarundungen beim Einsatz von MIM-104 PATRI-
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OT-Abwehrraketen im ersten Irakkrieg, der Operation Desert Storm.

Am 25. Februar 1991 wurde ein amerikanisches Feldlager in Dharan
in Saudi-Arabien von einer irakischen SCUD-Rakete getroffen. 28 Sol-
daten starben. Die zum Schutz des Lagers installierte PATRIOT-Batte-
rie suchte die Rakete an einer falsch berechneten Position und schoss
die SCUD nicht ab. Der Abwehrcomputer schitzte an Hand der vom
Radar gemessenen Geschwindigkeit der Angriffsrakete die erwartete
Flugbahn, um den feindlichen Sprengkopf mit wenigstens einer von
jeweils zwei abgefeuerten PATRIOTs zu treffen. Dieser Anfang der
1970er Jahre entworfene Computer verwendet 24-bit-Gleitkommazah-
len, mit denen die Fluggeschwindigkeit in Meilen pro Sekunde auf
vier Nachkommastellen genau und die Zeit der Alarmbereitschaft in
Zehntelsekunden verarbeitet werden.

Die Messung in Zehntelsekunden fithrt zu massiven Rundungsfeh-
lern, da 1/10 im Binirsystem ein unendlich langer Bruch ist, der we-
gen der 24-bit-Register zu 0,000110011000110011000110011 gerundet
wird. Die fortwihrende Addition von Zehntelsekunden akkumulierte
die Rundungsfehler mit jeder Addition um etwa 0,0000001 Sekunden
mit entsprechenden Folgen fiir die vorausberechnete Position der an-
fliegenden Rakete. Nach 8 Stunden sind dies 0,0025 Sekunden, wo-
durch aufgrund der hohen Geschwindigkeit die Position der SCUD
bereits um 55 Meter verfehlt wird. Nach hundert Stunden verhindern
0,3433 Sekunden Verzogerung oder 687 Meter Fehlpositionierung die
Ortung und jede weitere Verfolgung der SCUD.

Diese Problematik war bekannt — die PATRIOTs waren urspriing-
lich zur Ortung und zum Abschuss von viel langsameren Flugzeugen
und Flugdrohnen entworfen worden. Die SCUD flog mit Mach 5, also
etwa dreimal so schnell wie die Flugzeuge der urspriinglichen Einsatz-
planung. Um dem entgegenzuwirken, wurde die Software strecken-

weise so umgestellt, dass die Zeitmessung in zwei verketteten 24-bit-

Registern stattfand. Zudem wurde der Fehler zum Teil durch ein Un-
terprogramm in den umgeriisteten PATRIOTS korrigiert. Zur Verfol-
gung der angreifenden Rakete gentiigt eine relative Messung ab Entde-
ckung, so dass sich akkumulierte Fehler wihrend der unmittelbaren

10 | Obwohl es einen umfangreichen Fehlerreport des U. S. General Accounting Of-
fice gibt, der die Softwareproblematik der PATRIOT beschreibt, bleiben die Erfolgsquo-
ten des Raketenabwehrsystems ungewiss. Nach einer von der Wikipedia kolportierten
AuRerung des U.S.-Prisidenten bei einem Besuch der Herstellerfirma Raytheon wur-
den 40 von 41 abgefeuerten SCUDs abgefangen. Nach Aussagen vor einem Untersu-

chungsausschuss des U. S.-Senats lag die Erfolgsrate vermutlich unter 10 %, moglicher-

weise sogar bei Null, d. h. kein einziger Einsatz einer PATRIOT fiihrte zu einer vorbe-
haltlos bestitigten Vernichtung einer feindlichen Rakete. Die PATRIOTs der Operation
Desert Storm waren moglicherweise eher eine Waffe der psychologischen Kriegsfiih-
rung als eine reale Option.
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Operation eigentlich ausgleichen sollten. Weil die Software aber nicht
vollstindig angepasst worden war, verarbeitete sie korrigierte Werte
und nicht korrigierte Werte parallel, was die tédlichen Fehlberechnun-
gen zur Folge hatte.!!

Der vordergriindig entscheidende Rundungsfehler, der eigentlich
ein Umwandlungsfehler ist, weil Zehntelsekunden nicht exakt binir
darstellbar sind, hingt mit schlechten frithen Entwurfsentscheidun-
gen zusammen, fehlerhaften Hardware- und Software-Updates, fehler-
haftem Einsatz der Software unter erweiterten Bedingungen und wohl
auch mit der verspiteten Fertigstellung einer neuen Programmversi-
on, die diesen Fehler vermieden oder zumindest in seiner Wirkung re-
duziert hitte. Dieses Update, eine von sechs Auslieferungen wihrend
des Krieges, wurde erst am 26. Februar, einen Tag nach dem Unfall,
bereitgestellt.

Additives Rauschen

Ein Grundproblem der Gleitkommaarithmetik sind die riesigen Unter-
schiede zwischen den darstellbaren Zahlen. Bei normalisierter 64-bit-
Arithmetik reicht das von winzigen 10323 bis zu gigantischen 10*3%,
also iiber rund 631 Zehnerpotenzen. Diese sind freilich nur auf etwa
16 Stellen genau unterscheidbar.

Addiert man nun zu groflen Zahlen kleine Zahlen, so wird diese
Operation unsichtbar, weil die kleinen Zahlen erst in der siebzehnten
Stelle der groRRen Zahlen wirksam werden. Notgedrungen gilt bei 32-
bit-Gleitkommaarithmetik 12345678,0+x=12345678,0 fiir alle x < 0,1,
und bei 64 Bit ist 1234567890,123456+x=1234567890,123456 fiir alle
x < 0,0000001. Die gingige Informatikererklirung ist, dass der Boden-
see nicht messbar steigt, wenn ein Glas Wein hineingeschittet wird.
Das gilt jedoch auch schon fiir eine Badewanne, wenn der Wasser-
stand mit einem Filzstift markiert wird. Die Badewanne mag bei ei-
nem Quadratmeter Oberfliche 1001 Wasser enthalten; werden 0,2 Li-
ter hinzugefiigt, so steigt der Wasserpegel um den Faktor 100,2/100,
also um 0,2 %. Das sind weniger als ein Millimeter. Bei einer Flasche
Wein wire der Unterschied bereits sichtbar (3—4 mm), bei drei Fla-
schen dann ganz deutlich. Die wiederholte Addition sehr kleiner Gro-
Ren kann sich also sehr wohl bemerkbar machen. Wird sie jedes Mal
abgerundet, bleibt sie freilich unsichtbar. Nun sind tausendfache Addi-
tionen, ja sogar millionenfache Additionen bei heutigen Programmen
nicht auszuschlieen, so dass ein deutliches Fehlerpotenzial in der Ad-
dition kleiner Werte zu groflen Werten lauert.

11 | Vgl. Skeel 1992.
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Ausléschungsfehler

Eine verwandte Problematik entsteht bei der Subtraktion grofler Zah-
len. Da Gleitkommazahlen x mit wachsendem Absolutwert immer gro-
Rere Liicken zu ihren Nachbarn aufweisen, kann eine solche Liicke
grofler als der Diminuend y der Subtraktion x—y werden. Damit bleibt
die Subtraktion ergebnisneutral, und es gilt x=x—y. Die folgenden fiinf
32-bit-Gleitkommazahlen sind benachbart, d. h. es liegen keine Werte
dazwischen. Die Hexadezimaldarstellung auf der rechten Seite belegt
diese Nachbarschaft.

Tabelle 6: 32-bit-Gleitkommazahlen.

Dezimal Hexadezimal

1,999999761581421 0X1.FFFFFCPO
1,999999880790710 0X1.FFFFFEPO
2,000000000000000  0X1.000000P1
2,000000238418579 0X1.000002P1
2,000000476837158 0X1.000004P1

Fiir Subtraktionen, die gerundet zwischen diese darstellbaren Werte
fallen, gilt dann beispielsweise 2,0-1,99999995=0, was natiirlich arith-
metisch fehlerhaft ist.

Auch die Mittelwertbildung verlduft atypisch, wenn die Kornigkeit
der Gleitkommazahlen keinen dazwischenliegenden Wert mehr zu-
lasst. So sind die mit 32 Bit codierten Gleitkommazahlen 17825810,
17825812, 17825814, 17825816, 17825818, 17825820 benachbart. Es
gibt keine exakt darstellbaren Zahlen dazwischen und auch keine Zah-
len mit signifikanten Nachkommastellen in diesem Bereich. Also gilt
fur den Mittelwert (17825812+17825814)/2=17825812, weil die arith-
metisch korrekte Losung 17825813 als 32-bit-Gleitkommazahl schlicht-
weg nicht existiert.

Die Gesetze der Arithmetik gelten ewig —
aber nicht fiir die Gleitkommaarithmetik

Zwei Baugruppen spielen bei Computerprogrammen eine herausra-
gende Rolle: die Rechenoperationen und die logische Steuerung des
Ablaufs der einzelnen Rechenschritte. Der Standardprozess besteht in
der stufenweisen Abarbeitung von Programmschritten als Rechense-
quenz. Gelegentlich wird eine solche Sequenz durch Fallunterschei-
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dungen oder durch mehrfache Wiederholung einer Sequenz — beides
abhingig von den berechneten Zwischenergebnissen — erginzt. Die
Bedingungen, die zu diesen Abweichungen fiithren, werden als logi-
sche Ausdriicke entschieden. Die einfachste Abfrage ist die Gleichheit
zweier Werte, etwa k<7 oder i=j. Fiir ganze Zahlen ist dies norma-
lerweise unproblematisch — einzig die Antwort auf die Frage +0=-0
muss wie eingangs erwihnt gesondert behandelt werden. Problema-
tisch dagegen wird die Abfrage bei Gleitkommazahlen, da die gewohn-
ten arithmetischen Gleichheiten nicht immer gelten.

Gingige Rechenregeln wie die Assoziativitit oder Distributivitit gel-
ten nur eingeschrinkt, wegen unentdeckter Uberliufe kénnen diese
verletzt werden. Reihenfolge und Klammerung spielen auch bei arith-
metisch gleichwertigen Rechnungen eine Rolle, als Beispiel sei die
Gleichung (maxint-maxint)+1 # (maxint+1)-maxint genannt. Ebenso
ist a-(b+c) unter Umstinden etwas anderes als a-b+a-c. Zum Beispiel
rechnet Java in 32-bit-Darstellung:

9000-(20,00005-5,1)=134100,437500, aber
9000-20,000050+9000-(—5,1)=134100,453125

Wir halten fest: Die Gesetze der Arithmetik gelten ewig. Sie gelten
auch im Computer, aber nicht immer. Solche Abweichungen sind zu-
meist kaum zu entdecken. Sie sind das Fundament schweren Fehlver-
haltens bis hin zu Unfillen.

Weitere Gleitkommafehler

Als Beschleuniger bei der Akkumulation von Rundungsfehlern wirken
Schleifen. Das folgende Beispiel zeigt, dass schon nach wenigen Ite-
rationen Gleitkommarechnungen aus dem Ruder laufen konnen. Mit
h=1/n wird nach n-maligem Durchlaufen der Schleife

for (int i=1; i<=n; i++){
h=(float)(n+1)+xh—1;

das Ergebnis x=n-h berechnet, also x=n-1/n (=1). Dieses korrekte Er-
gebnis Eins taucht immer dann auf, wenn die Anzahl der Iterationen
eine Zweierpotenz ist. Fiir alle anderen n wachsen die Abweichungen
vom erwarteten korrekten Wert Eins, bis schliefRlich scheinbar wahl-
los Ergebnisse im ganzen Wertebereich von minus unendlich bis plus
unendlich erzeugt werden.



342 | Wolfgang Coy

Das Beispiel ist in dieser reduzierten Form leicht durchschaubar,
aber es ist klar, dass deutlich unauffilligere Fehlerquellen Zhnlicher
Komplexitit auch von getibten Programmierern nicht entdeckt wer-
den. Dabei scheinen 34 Schleifendurchliufe duflerst harmlos. In der
Praxis sind sehr viel umfangreichere Iterationen tiblich.

Tabelle 7: Iteration einer Gleitkommarechnung.

1 +1,0000000000000000 | 18 +2613251644850176,0

2 +1,0000000000000000 | 19 +1,8749997558267904e+17
3 +1,0000019073486328 | 20 +1,8952130195370280e+19
4 +1,0000000000000000 | 21 +8,4093745517052300e+20
5  +1,0003089904785156 | 22 +6,5875304671052850e+22
6  +1,0080142021179200 | 23 -5,5206143847263180e+23
7 +1,0937500000000000 | 24 +2,7105053601424050e+26
8  +1,0000000000000000 | 25 -8,6848121124991490e+27
9  +48,683715820312500 | 26  +4,3506622167952400e+29
10  +563,17852783203120 | 27 -2,5199321265116980e+31
11 +22144,375000000000 | 28 +8,7350875133534380e+33
12 +854569,75000000000 | 29 -2,7271266449023390e+35
13 +40550648,000000000 | 30 +4,6582402242008350e+37
14 +2320045824,0000000 | 31 -Infinity

15  +60129542144,000000 | 32  +1,0000000000000000

16 +1,0000000000000000 | 33 -Infinity

17  +115813767970816,00 | 34 +Infinity

Das zweite Beispiel kommt ohne sichtbare rundungsfehlertrichtige
Additionen aus. Verwendet werden allein Multiplikationen und die im
Prozessor als Basisoperation angebotene Quadratwurzel, bei der wir
eine optimale Rundungsstrategie erwarten konnen. Die zugebenerma-
RBen etwas artifizielle Aufgabe besteht darin, beginnend mit einer Zahl
x wiederholt die Quadratwurzel zu ziehen und anschlieRend aus dem
Ergebnis durch wiederholte Quadrierung wieder den Originalwert her-
zustellen. Arithmetisch korrekt gilt ({/z)* = = fiir positive x und be-
liebige k.

Das Programm ist hier, wie im vorherigen Beispiel in Java auf einem
Intelprozessor programmiert, dessen Gleitkommaeinheit weitgehend
dem IEEE-754-Standard folgt. Benutzt wurden 32-bit-Gleitkommazah-
len float; bei double treten die gleichen Effekte bei etwa doppelter Itera-
tionshaufigkeit auf.
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Tabelle 8: Iteration einer Wurzelrechnung.

X

16 Iterationen

24 Tterationen

32 Iterationen

0,0 0,000000000000000  0,000000000000000  0,000000000000000
0,2 0,200000658631325  0,135302618145943  0,000000000000000
0,4  0,399281740188599  0,367835044860840  0,000000000000000
0,6  0,599422752857208  0,367835044860840  0,000000000000000
0,8 0,797248780727387  0,367835044860840  0,000000000000000
1,0 1,000000000000000  1,000000000000000  1,000000000000000
1,2 1,196805477142330  1,000000000000000  1,000000000000000
1,4 1,399189114570620  1,000000000000000  1,000000000000000
1,6 1,597844123840330  1,000000000000000  1,000000000000000
1,8  1,796627640724180  1,000000000000000  1,000000000000000
2,0 1,988544702529910  1,000000000000000  1,000000000000000

Wihrend bei 16 Iterationen noch eine Anniherung auf ein oder zwei
Nachkommastellen an das korrekte Ergebnis x sichtbar ist, sind bei 24
Iterationen die Ergebnisse ab x grofler 1 konstant gleich eins, und bei
32 Iterationen werden nur noch die Ergebnisse x=0 fiir x<1und x=1
furr alle grofReren Werte erzeugt. Diese Fehler lassen sich mit anderen
Rechnern, z. B. Taschenrechnern, reproduzieren. Die Ergebnisse sind
oft dhnlich, wenngleich nicht identisch. Einige Prozessoren erzeugen
auch ERROR-Werte. Kein Gleitkommaprozessor arbeitet bei grofserer
Iterationshiufigkeit auch nur annghernd korrekt.

Hardwarefehler

Gerite sind technische Artefakte und technische Artefakte konnen ka-
putt gehen. In der Frithzeit der Computer wurden bis in die 1950er
Jahre viele Tests in die Programme eingebaut, um festzustellen, ob ei-
ne Rechenfolge noch richtig verlief. Eine schones Beispiel ingenieurs-
mifiger Kontrolle des Rechenprozesses bestand darin, einen Lautspre-
cher an den Computer anzuschlieflen, so dass die Prozessoraktivititen
als akustisches Rauschen wahrnehmbar waren. Stille zeigte, dass der
Rechner stand, periodische Tone wiesen auf Schleifen hin — die ge-
filligst nach einiger Zeit aufhéren mussten. Die Phasen fehlerfreien
Arbeitens hielten selten linger als eine Stunde an. Die aus diesen La-
borrechnern abgeleiteten kommerziellen Grofirechner besaflen Bianke
kleiner Leuchten, die den Zustand der Bits in den Registerspeichern
des Prozessors anzeigten. Blieb ein Birnchen tiber lingere Zeit an, war
dies ein Hinweis auf einen moglichen Hardwarefehler. Heute sind wir
daran gewohnt, dass die Prozessor- und Speicherhardware fehlerfrei
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funktioniert. Einzig beim Einschalten werden einige Hardwaretests
durchgefithrt — oder wenn misstrauische Nutzer ein explizites Testpro-
gramm starten. Der normale Nutzer geht von einer einwandfrei arbei-
tenden Hardware aus und schiebt ein erkennbares Fehlverhalten der
Software zu — oder, wohlerzogen durch Gewohnbheit, seinem eigenen
Umgang mit dem Gerit.

Katastrophal kénnen sich freilich Entwurfsfehler auswirken, die be-
reits in der Rechnerhardware fest verdrahtet sind. Heutige Prozesso-
ren enthalten hunderte Millionen Schaltfunktionen. Derart komplexe
Entwiirfe kénnen gar nicht fehlerfrei sein — auch wenn sich die Her-
steller grofle Miihe geben, Fehler zu vermeiden oder zu entdecken und
zu korrigieren. Als Intel 1993 den Pentium-Prozessor vorstellte, war
dies ein neuer Meilenstein hochkomplexer Schaltungen. Er markierte
einen Bruch mit der bisherigen 86er-Prozessorbaureihe und war doch
riickwirtskompatibel, um iltere Software ausfithren zu kénnen. Unter
anderem konnte der Pentium in einem Rechenschritt zwei Bits einer
Division berechnen und nicht nur einen, wie bei den fritheren 86er-
Prozessoren.

Knapp anderthalb Jahre nach der Einfithrung wurde ein Schaltungs-
fehler in der Divisionshardware der Gleitkommaeinheit entdeckt, der
eine Reihe von Maschinenbefehlen betraf, vor allem den Maschinen-
befehl FDIV, der dem Fehler auch seinen Namen gab. Dieser »subtle
flaw in the hardware divide unit« produzierte bei bestimmten Einga-
bedaten einen Fehler in der vierten Nachkommastelle — ein Problem,
das sich zudem akkumulieren konnte und somit keineswegs auf die
vierte Nachkommastelle beschrinkt bleiben musste.!? Die Rechenge-
nauigkeit war in diesen Fillen mit 64-bit- oder 80-bit-Daten schlechter
als mit 32 Bit. Nachdem der Fehler im Oktober 1994 in Compuserve-
und anderen Internet-Diskussionsgruppen bekannt wurde, griffen ihn
die Medien als Pentium-FDIV-Fehler auf. Intel wusste wohl schon lin-
ger davon und lieferte noch im selben Monat erste korrigierte Chip-
Versionen aus.

Dies war kein einzelner Fehler, es wurden weitaus schlimmere Bei-
spiele gefunden. So berechnete der Prozessor mit x=5505001,0 und
y=294911,0 fiir den Ausdruck z = (x/y)-y—x den Wert z=-256 stattz=0,
wie man durch Kiirzen sofort sieht. Als Fehlerursache wurden funf
falsche Hilfswerte in einer internen Hardwaretabelle identifiziert, also
ein in Hardware gegossener Softwarefehler.

Die Relevanz der fehlerhaften Tabelle blieb umstritten. Wahrend In-
tel davon sprach, dass der Fehler statistisch nur alle 27.000 Jahre auf-
trite, rechneten IBM-Forscher vor, dass er alle 24 Tage auftreten kénne.

12 | Intel White Paper 1994: Section 1.
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Nutzer, die den nachpriifbar fehlerhaften Prozessor umtauschen woll-
ten, wurden zunichst von Intel briisk abgewiesen.

Elaborate surveys, analyses and empirical observation lead
us to the overall conclusion that the flaw is of no concern
to the vast majority of users of Pentium processor based
systems.!?

Zudem teilte Intel mit, die fehlerhaften Chips vorerst weiter zu verkau-
fen, bis die Lager gerdumt seien.!* Nach einem Entriistungssturm in
den Medien und ersten Androhungen einer class action lawsuit startete
die Firma kurz vor Weihnachten dann doch eine Umtauschaktion, fiir
die rund eine halbe Milliarde Dollar eingeplant wurde.

Der FDIV-Bug war nicht der erste Fehler in Intel-Prozessoren. Es
gab dutzende, die allein die 386- oder 486-Prozessoren betrafen. Es
war auch nicht der letzte. So gibt es einen Pentium II-Gleitkomma-
Bug und viele weitere. Anderen Prozessorherstellern unterlaufen dhn-
liche Fehler. Der Pentium-FDIV-Bug war aber wohl der bislang teuers-
te, nicht zuletzt, weil der Prozessor mit der groflen Werbekampagne
Intel Inside verbunden war und weil Intel mehr als drei Viertel des
Marktes fiir PC-Prozessoren beherrscht. Sichtbar wurden dariiber hin-
aus einige allgemeinere Probleme des Computereinsatzes.

e Reale Fehler sind nicht nur Programmierfehler. Neben der Soft-
ware kann auch die Hardware falsch programmiert sein. Intel wies
mit einigem Recht darauf hin, dass andere Hardwarefehler gra-
vierender seien, als dieser interne Prozessorfehler. Genannt wer-
den Installationsfehler, Fehler in der Stromversorgung, falsche
Rechnerkonfiguration, Hauptspeicher-, Platten- und Tastaturfeh-
ler, falsch angeschlossene Gerite und — besonderes pikant — wei-
tere Prozessorfehler.!® Doch gerade solche Probleme waren bis
dahin gegeniiber den Nutzern verharmlost worden, so dass der
FDIV-Bug als besonders schwerwiegend erscheinen musste.

e Nutzer haben hiufig keine Vorstellung davon, dass solche Fehler
vorkommen und wie sie damit umgehen sollen — und die Indus-
trie bekriftigt gern die Illusion, Computerfehler seien nahezu
ausgeschlossen.

e Intel unterschitzte die Wirkung des 1994 gerade aufblithenden
Internets, das schneller als die bisherigen Medien die kritischen

13 | Ebd.
14 | Vgl. Corcoran 1994.
15 | Vgl. Intel White Paper 1994: Section 5.
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Informationen genau an die Kunden verbreitete, die sich betrof-
fen sahen. Da dies auch die Journalisten betraf, war das Me-
dienecho enorm. In der Folge waren viele andere Nutzer verun-
sichert und haben Intel zu einer sehr teuren Umtauschaktion
gezwungen.'® Gleichzeitig haben viele Nutzer das Umtauschan-
gebot von Intel nicht angenommen — warum auch immer.

»We take calculation in Excel very seriously«

Es gibt zwei Anwendungsbereiche, wo Computernutzer der Gleitkom-
maarithmetik stindig begegnen, ohne sich dessen wirklich bewusst
zu sein. Alle Grafikprozessoren arbeiten mit Gleitkommazahlen, um
Bildschirminhalte mit farbigen und schattierten Bildern und Anima-
tionen zu versehen. Diese Berechnungen unterliegen den Besonder-
heiten der Gleitkommaarithmetik, aber am Bildschirm fallen Fehler
nur selten auf. Sie fithren typischerweise zu kaum wahrnehmbaren
visuellen Artefakten, die ansonsten keine weitere Bedeutung haben.
Tabellenkalkulationsprogramme, allen voran Microsoft Excel, sind
das andere grofle Anwendungsfeld, wo einfache und hochst kompli-
zierte Berechnungen mit Gleitkommaarithmetik ablaufen. Bei ganz
einfachen Rechnungen fallen Fehler gelegentlich sogar unbedarften
Nutzern auf. Im Internetforum wer-weiss-was.de schreibt Sabine:

Irgendwie scheint mein Excel einen Rechenfehler zu ha-
ben. Wenn ich Felder mit den Werten 67,28+2,19+13,85
addiere, dann schreibt Excel ins Ergebnisfeld 83,31. Lt. Ta-
schenrechner miisste es aber 83,32 sein. Gibt es auch hier
eine Lésung des Problems?!’

Das Ergebnis entsteht, wie sich schnell herausstellt, durch Rundung
von Summanden, die mehr als zwei Nachkommastellen besitzen. Es
ist offensichtlich: Die Nutzerin hat keine Ahnung, wie Excel rechnet,
und sie verwendet zur Addition dreier kleiner Zahlen einen Taschen-
rechner. Schlaglichtartig wird das Problem der Programmiersprache
Excel deutlich: Ungeschulte Nutzer mit geringen Vorkenntnissen miis-
sen dem Programm trauen. Allerdings bemerken die Wenigsten tiber-
haupt, ob ein Fehler auftritt. Und bei groferen Rechenaufgaben hilft
dann auch der Taschenrechner nicht mehr beim Nachrechnen.

Das konkret aufgeworfene Problem erschliefdt sich durchaus mit
der Hilfe-Funktion von Excel. Dort steht:

16 | Intel hatte fiir dieses Pentium-Modell eine »Lifetime Replacement Guarantee«
ausgesprochen. Mit dem Umtausch erlosch diese.
17 | http://www.wer-weiss-was.de/theme156/article2790517.html, 9.9.2008.
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Unabhingig von der Anzahl der angezeigten Ziffern spei-
chert Excel Zahlen mit einer Genauigkeit von bis zu 15
Stellen hinter dem Komma. Besteht eine Zahl aus mehr
als 15 signifikanten Ziffern, wandelt Excel die tibrigen Stel-
len in Null (0) um.'®

Ob die Nutzerin Sabine freilich diese Hilfe gelesen und ob sie ihre Be-
deutung verstanden hat, bleibt offen. Microsoft sieht die Perspektiven
des Excel-Einsatzes bei ahnungslosen Nutzern:

Die Anwender vertrauen seit je her auf Excel sobald es dar-
um geht, auf Informationen zuzugreifen und Geschiftsda-
ten zu verarbeiten, zu analysieren und anderen zuginglich
zu machen. Allerdings beschrinkt sich der Nutzwert von
Excel nicht nur auf Bereiche wie Buchfithrung und Finan-
zen. Denn auch Privatanwender hantieren tiglich mit Zah-
len, die analysiert, geordnet und anschaulich dargestellt
werden miussen. Auf diesem Hintergedanken aufbauend
wurde Excel 2002 mit dem Ziel entwickelt, den Zugrift auf
Informationen um ein Vielfaches zu vereinfachen — unab-
hingig davon, ob es sich dabei um eine einfache Berech-
nung oder eine umfassende Sammlung von aufeinander
aufbauenden Arbeitsblittern handelt.'

Excel wurde 1985 von Microsoft fiir den Macintosh als Konkurrenzpro-
dukt fiir Visicalc und Lotus entwickelt, die damals beide nur fiir PC
erhiltlich waren. Es 16ste Microsofts Tabellenkalkulation Multiplan ab,
die auf 8-bit-Betriebssystemen erfolgreich war, aber unter DOS gegen-
utber Lotus 1-2-3 im Verkauf zuriickfiel. 1987 war Excel 2.05 das erste
Spreadsheet-Programm fiir Windows. Wihrend der Mac 32-bit-Prozes-
soren der Baureihe Motorola 68000 verwendete, lief die Windows-Ver-
sion auf Intel-Prozessoren vom 180286 bis zu den heutigen 64-bit-Ma-
schinen. Excel wurde fiir 64-bit-PowerPC-Prozessoren implementiert.
Seit 1993 ist es Bestandteil des Office-Pakets.

Bei der Entwicklung von Excel werden offensichtlich mehrere Richt-
linien verfolgt, die nicht immer konfliktfrei umgesetzt werden kon-
nen.?

e Excel rechnet intern mit Gleitkommaarithmetik der héchsten im
Prozessor vorgegebenen Genauigkeit.

18 | Microsoft Excel 2000 Hilfe.

19 | Microsoft Excel 2002 Update: Produktbeschreibung des Herstellers.

20 | In den knowledge bases fiir Excel lassen sich diese Entwicklerkonflikte gelegent-
lich nachvollziehen.
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e Nutzer sehen das Ergebnis dieser Rechenlogik. Excel visualisiert
die Rechenergebnisse mit Programmteilen seiner Darstellungslo-
gik auf Bildschirm und Drucker und wandelt die Berechnungen
bei Bedarf um.

e Tabellenkalkulationsprogramme vermitteln die Illusion, alle Zel-
len wiirden gleichzeitig berechnet. Tatsdchlich gibt es eine Aus-
wertungsreihenfolge, typischerweise diagonal von Zelle (0,0) ab
verlaufend, die den Nutzern freilich nicht bewusst ist. Des Wei-
teren gibt es, wie bei allen Programmiersprachen, eine Auswer-
tungsreihenfolge fiir funktionale Ausdriicke in Zellen. Auch die-
se bleibt den Nutzern verborgen.

e Normale Nutzer sollen nicht das Gefiihl haben, programmieren
zu missen. Der Verbund der Zellformeln ist aber eine Program-
miersprache, wenngleich eine sehr eigentiimliche. Fiir fortge-
schrittene Nutzer gibt es seit Version 4.0 (1991) zusitzlich eine
Makrosprache Visual Basic for Applications, die auch fiir andere
Programme des Office-Pakets genutzt werden kann.

e Excel-Programme sollen die Nutzer sozusagen bei der Stange
halten, d. h. bei der Office-Suite. Deshalb wird Riickwirtskom-
patibilitit als wichtiges Element der Entwicklung gesehen. Alte
Programme sollen unter neuen Versionen laufen kénnen. Dies
st6f3t nach etwa zwanzig Entwicklungsjahren und zehn Versi-
onsspriingen an z. T. fehlertrichtige Grenzen.?!

Die Probleme aufgrund der Gleitkommaarithmetik werden zusitzlich
durch kaum durchschaubare Optimierungen zu berechnender Aus-
driicke und Auswertungsreihenfolgen um weitere Fehler erginzt. Bei-
spielsweise kann die Klammerung von Ausdriicken in einzelnen Zel-
len zu schwerwiegenden Fehlern fithren. So gilt in Excel 2008 korrek-
terweise a=(11/10-1)-10-1=0,00000000000000000000, aber es bleibt
unklar, warum fiir (a) = ((11/10-1)-10-1)=0,0000000000000008882 be-
rechnet wird. Bei a=(12/11-1)-11-1 gilt dagegen, ob mit oder ohne
Klammer, das gleiche falsche Ergebnis

21 | Zum Schutz des prorietiren Programms gehorte es, dass das Speicherformat
xls nicht offengelegt wurde. Dies ist seit 2008 gedndert. Freilich wurden mit Excel 2007
sowieso neue Formate eingefiithrt. Auch VBA dient als strategisches Element, um Nutzer
vom Wechsel zu anderen Tabellenkalkulationsprogrammen abzuhalten, aber die Riick-
wirtskompatibilitit bereitet grofle Schwierigkeiten. Interessant ist, dass seit Excel 2008
for Mac VBA nicht mehr unter Mac OS X liduft und heavy users damit bei Excel 2004
for Mac stehen bleiben miissen oder alle VBA-Makros in AppleScript umschreiben miis-
sen. Auch der Austausch mit den Windows-Versionen von Excel ist mit Excel 2008 nicht
mehr moglich, sofern VBA verwendet wird.
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a=(a)=-0,0000000000000008882.

Da a=x%" den gleichen Wert wie b= (x")? erzeugt, gilt a=Db, aber seltsa-
merweise nicht (a=b). Microsoft kénnte dieses fehlerhafte Verhalten
sicher erkliren; da die Auswertungsstrategie den Nutzern jedoch nicht
erldutert wird, legt sich ein Schleier des Geheimnisvollen {iber diese
Rechnung. Wir zeigen in Tabelle 9 diese Fehlberechungen anhand des
Exponenten n=7 und einigen ausgewihlten Werten von x.

Tabelle 9: Fehlrechnungen mit Excel.

X a=x" b=x")? a-b (a-b)
95 4876749791155300000000000000  4876749791155300000000000000 0 0
96 5646733123551140000000000000 5646733123551140000000000000 0 0
97 6528362774606080000000000000  6528362774606080000000000000 0 0
98  7536419414749020000000000000  7536419414749020000000000000 0 0
99 8687458127689780000000000000  8687458127689780000000000000 0 -1099511627776
100 1000000000000000000000000000  1000000000000000000000000000 0 0
101 1149474213237620000000000000  1149474213237620000000000000 0 0
102 1319478763062870000000000000 1319478763062870000000000000 0 0
103 1512589724855110000000000000  1512589724855110000000000000 0  -2199023255552
104  1731676447602800000000000000 1731676447602800000000000000 0 0
105 1979931599439400000000000000  1979931599439400000000000000 0  -2199023255552
106 2260903955754420000000000000  2260903955754420000000000000 0 0

Die Trennung von Rechenlogik und Darstellungslogik bleibt dem
Nutzer verborgen. Dies fithrt zwangsldufig zu nicht interpretierbaren
Fehlern. Wenn diese sichtbar auftreten, lassen die Microsoft-Entwick-
ler die besorgten Nutzer im Dunkeln und fliichten in allgemeine Kom-
petenzbezeugungen: »We take calculation in Excel very seriously«, war
die Antwort des Microsoft-Mitarbeiters David Gainer auf die fiir vie-
le Nutzer Uiberraschende Entdeckung, dass das gerade vorgestellte Ex-
cel 2007 als Ergebnis der Multiplikation 850-77,1 den Wert 1000000
vorschlug. Kurze Zeit spiter wurde klar, dass dies nicht der einzige
Rechenfehler war, der durch die Darstellungslogik von Excel erzeugt
wurde.

Excel ist in gewisser Weise mit Office zum weltweiten de facto-Stan-
dard in den Biiros geworden. Im Laufe der Jahrzehnte ist es ein ba-
rockes Programm geworden, das fiir die Entwickler kaum noch tiber-
schaubar ist. Kein Konkurrenzprodukt kann auf Import und Export
von .xls-Dateien verzichten. Leider werden auch viele Absonderlichkei-
ten von Excel nachgeahmt — wozu eben auch typische Fehler gehoren.
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Standards

Standardisierung war ein zentraler Schritt zur Vereinfachung der Soft-
wareentwicklung. Die erste weit verbreitete standardisierte Rechnerar-
chitektur jenseits militdrischer Anwendungen war das IBM S/360. Aus
diesem Konzept entstand in der zweiten Hilfte des zwanzigsten Jahr-
hunderts praktisch die gesamte Mainframe-Architektur. Mikroprozes-
soren, die ab 1972 produziert wurden, waren von ihrer Herstellungs-
weise her standardisierte Produkte.

Die Gleitkommaarithmetik war und ist eine Spielwiese fiir Rechner-
architekten. Durch die Konvergenz zu den offenen Standards des In-
stitute for Electrical and Electronics Engineers besserte sich diese Si-
tuation langsam, speziell durch den IEEE-754-Standard von 1985 zur
Beschreibung binirer Gleitkommaarithmetik, dessen revidierte Versi-
on IEEE 754r im Juni 2008 verabschiedet wurde. Die neueste Versi-
on lisst neben den 32-bit-, 64-bit- und 80-bit-Versionen binirer Gleit-
kommaarithmetik auch 16-bit- und 128-bit-Typen zu. Aus dem ergin-
zenden IEEE-854-Standard wurden Regeln fiir Dezimalgleitkomma-
arithmetik tibernommen. Diese Dokumente beschreiben das Verhal-
ten von Gleitkommaprozessoren mit nicht unumstrittenen Besonder-
heiten von Zahlwerten, die infinity, negative zero oder NotANumber hei-
Ren.

Am anderen Ende der Standardisierung stehen Regeln, die sich auf-
grund von Marktpositionen bilden. Excel ist ein solcher proprietirer
Industriestandard, der alle Konkurrenten zum Nachahmen ohne eige-
ne Einflussnahme zwingen soll. Es fillt schwer, in solchen Standards
Vorteile zu erkennen, die jenseits von kommerziellen Gewinnen der
herstellenden Firma liegen.

Auch Java ist aus der Idee der Standardisierung heraus entstanden.
Die Firma Sun, bei der die Programmiersprache Java 1995 entworfen
wurde, hat sich mit einer offenen Standardisierung im strengen Sinne
lange schwer getan, wenngleich sie ihre Schritte immer dokumentiert
und freien Zugang zu ihren Programmen gewihrt hat. Seit 2007 ist
Java in einen offenen Standardisierungsprozess tiberfithrt worden.

Zur Ausfihrung von Java-Programmen wird zwischen der ausfiih-
renden Hardware und dem Java-Programm eine weitere Programm-
schicht, die Java Virtual Machine definiert. Die JVM ist ein Interpre-
terprogramm, das eine einheitliche virtuelle Hardwareschicht vorspie-
gelt, so dass Java-Programme keine (oder weniger) Rucksicht auf die
reale Hardware nehmen miissen. »Compile once, run everywhere« ist
der Werbespruch von Sun fiir dieses standardisierte Verhalten. Der
Vorteil der Vereinheitlichung liegt auf der Hand. Fehler, die in der De-
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finition von Java oder der JVM liegen, werden damit allerdings nicht
beseitigt, sondern blof verallgemeinert.

Standards haben den enormen Vorteil, dass sich die Dinge gleich
verhalten — korrekt miissen die Rechenergebnisse damit noch lange
nicht sein. Es bleibt die freilich schwache Hoffnung, dass Fehler, die
hiufiger, eben standardisiert, auftreten, eher erkannt und verhindert
werden.

Ausblick: Andere Computer sind moglich

Strikte Hardware-Standards wie IEEE 794 fiir binidre Exponenten und
IEEE 854 fiir dezimale Exponenten erlauben den erfolgreichen Ein-
satz von Gleitkommaarithmetik auf unterschiedlichen Rechnern, so-
fern Betriebssystem und Programmiersprachen diese standardisierte
Hardware unterstiitzen. Zwei zentrale Fragen, die in allen Bereichen
der Programmierung gelten, aber bei Anwendung der Gleitkomma-
arithmetik eine besondere Rolle spielen, werden hiufig ignoriert:

e Wie konnen fehlerhafte Berechnungen erkannt und erklirt wer-
den?

e Wer trigt die Verantwortung, um solche Fehler zu finden und
zu korrigieren?

Es gibt Anwendungsbereiche wie etwa die Computergrafik, die gut
mit der Gleitkommaarithmetik leben kénnen. Moderne Grafikprozes-
soren sind ein sichtbares Ergebnis dieser Entwicklungen. Es gibt aber
auch viele Anwendungsbereiche, in denen falsche, unsichtbare Zwi-
schenergebnisse fatale Auswirkungen haben kénnen. Tabellenkalkula-
tionsprogramme sind ein solcher Anwendungsfall, bei dem Gleitkom-
mazahlen selten niitzen, aber grofle Fehlerpotenziale in sich tragen.
Weitaus die meisten Nutzer derartiger Programme sind beim Umgang
mit solchen Fehlerquellen tiberfordert. Im Rechenalltag sind ganzzah-
lige Darstellungen (auch mit einer festen Stellenzahl nach dem Kom-
ma) insbesondere bei modernen 64-bit-Rechnern vorzuziehen, sofern
die Groflenordungen der Rechnung abschitzbar sind und die Grenz-
werte der Ganzzahldarstellung nicht Gberschreiten. 128-bit-Architek-
turen wiren weitaus geeigneter — und sie sind produzierbar.

Es gibt Softwarelosungen, die mit gewissen Abstrichen bei der Re-
chengeschwindigkeit und mit etwas zusitzlichem Speicheraufwand
prizise(re) Rechnungen erlauben. Soweit sie tiberhaupt vorhanden ist,
wird eine Hardware-Unterstiitzung der fiir das kaufminnische Rech-
nen besser geeigneten BCD-Arithmetik wenig genutzt. Die einst von



352 | Wolfgang Coy

IBM angebotene Hardware-Ergéinzung fiir Intervallarithmetik ist man-
gels Nachfrage nicht mehr im Einsatz.??

Angesichts der immer weiter steigenden Rechnerleistung und Spei-
cherkapazitit stehen Software-Alternativen zur Verfiigung, die eine
klare Unterscheidung zwischen den Speicher- und den Rechenforma-
ten vornehmen. Dazu gehéren Zahldarstellungen beliebiger Genau-
igkeit (Arbitrary Precision) und Computeralgebrasysteme, die neben
der numerischen Berechnung auch algebraische Umformungen be-
herrschen.

Die hier dargestellten Zustidnde sind eine Momentaufnahme. So wie
es beschrieben wird, ist es. Andere Technik ist moglich, aber um sie
einzufithren, muss den Nutzern erst einmal das vorhandene Risiko
bewusst werden. Erwartungen an den sogenannten Fortschritt wei-
sen noch immer in eine andere Richtung: schneller rechnen, mehr
speichern. Um die latente und schwer zu kontrollierende Fehlerur-
sache Gleitkommarechnung auszuschalten oder wenigstens zu mil-
dern, muss der weitgehend irrationale Wunsch nach immer schnelle-
ren Computern durch die Forderung nach zuverlissigeren Systemen
abgelost werden. Zur Zeit dominiert die blinde Hoffnung, Computer
rechneten von Haus aus richtig und unfalltrichtige Fehler seien nur
Gerite- oder Programmierfehler. Die Problematik der standardisier-
ten, aber fehlerbehafteten Rechnerarithmetik bleibt den meisten Nut-
zern verborgen — sie wird unsichtbar durch Gewshnung.
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